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高分子链构象统计算法教学的探讨

刘国栋#张庆新#瞿雄伟
!河北工业大学化工学院"天津+""#+"#

!!摘要%高分子链的构象统计算法对于高斯链概念的理解至关重要#同时也是高分子统计理论的基础)目前

常用教材的推导过程各不相同#通常采用]J>3的计算方法#但这个方法不仅过程复杂繁琐#易使学生望而却

步#而且还存在瑕疵#不利于学生对高斯链概念的理解)本文以学生所学数理统计知识为基础#对经典的]J>3
统计算法进行修订#介绍了一种柔性高分子链均方末端距的统计算法)这种方法过程简单明了#易于接受#有

助于学生对高斯链概念的理解)针对不同数理基础的学生#还提出了一种更为简单的均方末端距计算方法)

!!关键词%高斯链(均方末端距(统计算法(中心极限定理

均方末端距!+!"是描述高分子链尺寸的重要参数#也是高分子最基础的结构参数)对于自由连接
链及等效自由连接链#+! 的求解通常采用几何算法和统计算法-#.#其中几何算法相对比较简单#统计算
法数学过程比较繁琐#但后者因为给出了高斯链和高斯分布的概念而不可或缺#不仅是高分子溶液理论*
橡胶弹性统计理论的基础#也是整个高分子物理科学的基础理论之一)目前教材中采用最多的是高分子
著名科学家]J>3提出的方法-!"$.)这种方法虽然数学过程较为复杂#但对数理基础要求不高#因此适
合本科生学习)除此之外#有的教材采用ZJ59>5和[=:的方法-1.#其过程严谨#但对数理基础要求较高#
不太适合一般学生学习)一般学生对几何算法接受起来不存在困难#但对统计算法则显得较为吃力#很
多学生知难而退#对高斯链和高斯分布的概念只求知其然#不求知其所以然)

]J>3的统计算法中首先求出高分子链末端在B轴投影的几率密度函数!即所谓+无规行走,问题"
如下$
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#然后再拓展到三维空间!+无规飞行,"#最终求得自由连接链的+! )式!#"是柔性链在三

维空间几率密度函数及+! 求解的关键#也是高斯链概念建立的基础#有的教材中直接给出结果并没有具
体的求解过程-#.#甚至一些教材直接给出三维空间的几率密度函数-%"##.#这不利于学生对高斯链概念的
理解)也有不少教材中有详细的推导过程#但是作者在教学过程中发现此计算方法存在一定的瑕疵#使
期望知其所以然的学生在学习过程中留有缺陷#不能实现完完全全的+知其所以然,#这不利于他们对高
斯链概念的深入理解#而且对后续高分子稀溶液理论*橡胶弹性统计理论的学习也会产生不利影响)本
文就该方法的缺陷与读者进行探讨#并给出一种合理而且相对简单的计算方法)另外#本文还给出一种
更为简单的+! 统计算法#适合不同数理基础的学生学习)

#!]J>3的统计算法

假定化学键的长度为6#数量为-#固定高分子链的一端在坐标原点#求取另一端在三维空间的几率
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密度函数#然后即可得到高分子链的相关参数)]J>3的统计算法是先通过+无规行走,的方法求取高分
子链末端在B轴投影的几率密度函数#假定化学键的投影向前走<步#向后走M步#则投影最终距离原
点=j<#M 步!参见图#")

图#!
X:<J65#!2;;JC4684:=3=7=35O:N53C:=38;683O=NY8;a

每步向前和向后的概率各为"‘-#因此$
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因为-很大并远大于=#利用A4:6;:3<公式和 8̂?;=6展开式#并忽略高次项#由上式可得!数学推导过程略"$
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上式的变量是=#要把步数= 化成长度B#因此需要求出每步!即化学键"在B轴上投影6B的平均值#

]J>3算法中把6B的根均方值6
槡+
作为其平均值-!"$.#因此$
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#上式变为式!#"#即得高分子链在一维空间投影的几率密度函数)在此基础上#对于三维空间$
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然后可以得到$
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!!在变量从= 变成B之前#尽管数学过程较为复杂#但逻辑严谨#可是在坐标变量转变过程中则存在
两个问题$!#"把6B的根均方值作为其平均值#这在数学上显然是错误的#因为随机数平方的平均值并不
等于平均值的平方(!!"从数理统计角度#化学键在B轴的投影不是固定值#B和= 之间不存在一一对应
关系#相同的=值可以有不同的B值#而不同的=值可以得到相同的B值#因此$

O!B"9B*O!="6B9= !%"

对于第一个问题#作者计算表明6B的平均值为6’!#但将此值代入则得到错误的+! 结果)第二个问题表明
]J>3的计算方法不严谨#存在断层)这两个问题也使得学生不可能做到真正的+知其所以然,#而只能是似
懂非懂#不能真正理解高分子链段在空间的分布为什么符合高斯分布#毫无疑问这不利于其对高斯链和高
斯分布概念的深入理解)]J>3的算法由于同时存在这两个问题#反而使得最终+! 结果是正确的)

!!一维空间投影几率密度函数的求取

中心极限定理是数理统计中的一个基本定理-#!.#是%概率论与数理统计&课程的重要教学内容之一#
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具体描述如下$设Y##Y!#6#Y-#6是一列相互独立的随机变量#它们服从相同的分布#:!Y-"j.#X
!Y-"j+!#令[-jY#oY!o 6 oY-#则$

[- /$!-.#-+
!" !#""

事实上#一个化学键6的末端在B轴的投影坐标6B是一个随机数#而-个自由连接的化学键的末端#即+
在B轴的投影#是这-个随机数的加和#其分布可以由中心极限定理求取)

化学键6末端在B轴投影的方差如下$
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也就是]J>3方法中所谓+步长投影平方的平均值,#因此$
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代入中心极限定理#有$
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即$
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则变成式!#"#后面求取均方末端距的方法与]J>3法相同)相对于]J>3的统计算法#这

种方法步骤简单#不需要A4:6;:3<公式及 8̂?;=6展开等数学公式#而且逻辑严谨)
在教学实践中#以往按照]J>3的+无归行走,方法教学#尽管数学推导过程从略#仅对关键点进行讲

解#比如概率计算*离原点步长=最小变量是!#对A4:6;:3<公式及 8̂?;=6展开简单介绍#讲授一维空间
的几率密度函数所需时间就需要半节课左右的时间#结果也只是少部分学生能够似乎+明白,#原因即在
于其数学过程的繁琐#而且该方法存在的缺陷还导致学生不可能真正的完全理解)在最近教学过程中尝
试采用了新的计算方法讲授#由于数学过程简洁#课堂用时减少#"N:3左右#而且数学过程不存在缺陷#
直接利用了学生所学%概率论与数理统计&知识#这样使学生能够不仅知其然#而且知其所以然)大多数
学生反映能够明晰高分子链末端距分布符合高斯分布的由来#对高斯链概念能够深入理解#而不是知其
然不知其所以然地死记硬背)

作者还尝试将中心极限定理用于]J>3的计算方法#链末端在B轴投影几率密度函数为$
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对于某一=值#随机变量6B分为正负两种情况#方差+! 相同#均为6
!

#!
#但期望值互为正负!6

!
和d6!

"#

此时其规范和B不能利用中心极限定理求取#所以高分子链末端在一维空间投影的几率密度函数!#"不
能由此种方法求取)

+!均方末端距概率统计的简单算法

如前所述#末端距+! 是个随机数#其平均值为$

+! @+!BS+!8S+!H @+!BS+!8S+!H !#-"
因为:!+B"j"$

+!B @ -+BT:!+B".! @X!+B" !#)"
不同化学键6在B轴的投影6B是独立的#而对于独立的随机数Y和[#其方差具有如下的基本性质$X!Y
o["jX!Y"oX!["-#!.#因此$
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X!+B"@-X!6B"@--6BT:!6B".! @-6!B !#$"
有$

+! @-6!BS-6!8S-6!H @-/6!BS6!8S6!H @-6! !#1"
因为在计算过程中假设不同化学键在坐标轴的投影是独立的#因此式!#1"只能用于自由连接链均方末端
距的计算)

这种方法数学上极其简单#既用不到方法一中所需的中心极限定理!]J>3方法中需要A4:6;:3<公式
和 8̂?;=6展开式"#也用不到后面求取平均值时所需的*函数性质知识#适合数理基础较为薄弱的学生
学习#但是其缺点在于没有得到链段分布的几率密度函数#不利于对高斯链概念的深入理解)

,!结论

柔性链+!的计算过程中#采用]J>3的统计算法不仅数学过程复杂#而且不够严谨#是一个不可实现
的方法)将中心极限定理应用到高分子链末端几率密度函数的求取中#数学过程极大简化#在教学过程
中不仅可以节约讲述时间#而且学生可以明晰高分子链链段分布符合高斯分布的原因#实现真正的+知其
所以然,#从而加强对高斯链和高斯分布概念的理解)利用方差的基本性质可以极简单地计算高分子链
的+!#特别适于数理基础薄弱的学生学习)相比]J>3的方法#这两种方法不仅对数理基础要求较低#
而且过程严谨#适于不同数理基础的学生学习)
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